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WEASNOSCI ESTYMATOROW MIAR RYZYKA EXPECTED
SHORTFALL (ES) ORAZ VALUE-AT-RISK (VAR)

Streszczenie:Koncepcja wartéci zagraonej Value-at-Risk pojawita siw 1994r.

Obecnie VaR jest najbardziej popularwsrod praktykéw miag ryzyka, zalecan

np. przez Basel Commitee on Banking Supervisionestdty, nie jest miar
subaddytywn, co mae prowadzi do zaburz& w ocenie ryzyka portfeli
zdywersyfikowanych. Jako alternatywv stosunku do VaR nioa stosowéa spéjra

miarg ryzyka Expected Shortfall (ES). Celem artykutu t jesaprezentowanie
wlasndci estymatorow warkmi zagraonej Value-at-Risk VaR,) i miary

Expected Shortfall ES,) oraz wptywu tych wiasrigi na wielké¢ pomiaru ryzyka
na przyktadzie jednostek wybranych otwartych furgusmwestycyjnych na rynku
polskim.

Stowa kluczowe: estymator miary ryzyka, Value-at-Risk, Expectedordhll,
Otwarte Fundusze Inwestycyjne

WARTOSC ZAGROZONA VALUE-AT-RISK ORAZ MIARA RYZYKA
EXPECTED SHORTFALL

Definicja wartosci zagrazonej VaRa(X) (niezalenie od postaci rozktadu
zmiennej losowej X) (Acerbi, Tasche 2002):

vaR,(X)=gq,,(X)=inf{x: P(X < x)21-a} (1)
czyli wartaés¢ zagraona VaRa(X) dla przygtego poziomu istotnigi a jest
zdefiniowana jako dolny (&) - kwantyl ql'_a(X) rozktadu strata/zysk, natomiast

zmienna X, okrelona jako strata, przyjmuje naptijace wartdci:
{strata = X>0

zysk = X <0

Warto§¢ zagrazona VaR, w praktyce (przy zat@eniu logarytmiczno -
normalnego rozktadu stop zwrotu) (Jackson, Staup@4):

VaR, =V, [u, [0 (2)
gdzie:
V, - wartg¢ pozycji naraonej na ryzyko,
u, - wartgc¢ krytyczna, odczytana z tablicy rozktadu normalnem przygtego
poziomu istotnéci a (np. a = 005, u, = 165),
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o - odchylenie standardow@olatility) dziennych logarytmicznych stop zwrotu
instrumentu finansowego.

Dla danego horyzontu czasowego i poziomu prawdopedsiwa o,
wartas¢ zagraona VaR, jest wartdcia krytyczm rozktadu logarytmicznych stop
zwrotu. Jest to poziom straty, ktory meo zostd przekroczony
z prawdopodobigstwem co najwge] a (lub nie zostanie przekroczony
z prawdopodobigstwem co najmniel—a ). W poréwnaniu ze zwyktymi stopami
zwrotu, logarytmiczne stopy zwrotu charakteryzsiy wigksz symetrg (Jackson,
Staunton 2004). D, gwaltowne zmiany logarytmicznych stop zwraodubardzo
mato prawdopodobne. Decyduaj poprzez wybor poziomu istotw a (np.
a = 005), jak mate jest to prawdopodohstwo, decydujemy jakie wielkoi strat
sa praktycznie niemdiwe oraz ile kapitatlu nalg utrzyma& na ich ewentualne
pokrycie.

Zastosowanie metody praktycznej (wzor (2)) na poisknku walutowym
(Olbrys 2005) potwierdzito efekt niewielkiego zaania wartéci ryzyka
w przypadku wyznaczania mialaR,, w stosunku do pomiarow uzyskanych za
pomoG estymatora przedstawionego w kolejnym rozdzialezofw (4)).
Jednoczénie naley stwierdzé, ze zwkkszanie licznéci proby prowadzi do
zblizania s¢ wartagsci miary VaR,, oszacowanych na podstawie wzorow (2) oraz
(4).

Definicja miary ryzyka ESa(X) (niezalenie od postaci rozktadu zmiennej
losowej X) (Yamai, Yoshiba 2002b):

Niech X bedzie zmienn losows okreslong jako strata z danego portfela
oraz niech VaRa(X) bedzie wartdcia zagr@aom tego portfela dla poziomu

ufnosci (1-a). Miare ryzyka ES,(X) definiujemy jako srednk strat w
najgorszychul00% przypadkach” (Acerbi, Tasche 2002), gdzie [0,1]:
ES, (X)=E[X|X 2VaR, (X)] 3)
Z definicji wynika, ze ESa(X) jest warunkow wartdscia oczekiwam
straty, o ile strata ta przekroczy pozisaR, (X ).

ESTYMATORY MIAR VALUE-AT-RISK ORAZ EXPECTED
SHORTFALL

Przypdcmy, ze cag X, X(opys--0 X X
empiryczne wartii strat (X, >0) , uporadkowane w sposob rosty. Wtedy,

dla préby statystycznej o dej licznasci n estymator wartéci zagraonej

na+1)! na)l--- ’ x(z), X(l) tWOI’ZQ
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VaR,(X), zdefiniowanej jako dolny (&) - kwantyl rozktadu strata/zysk dla
przyjetego poziomu istotriei a , dany jest wzorem (Yamai, Yoshiba 2002b):
estymator VaR,, (X) = X g 4
Przypomnijmy,ze zgodnie z definigj VaR, (X) przyjeta w tej pracy (wzor

(L):
strata = X, >0 .
,1=12,...,n.
{zysk =X, <0
Jesli (na +1)DZ, gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych, to:
estymator VaR, (X) = X, (5)

gdzie[na +1]0Z jest czscia catkowit liczby (na +1)0Z.

Analogicznie, zgodnie z definigjmiary ryzyka ES, (X) jako warunkowej
wartasci oczekiwanej stratyX , o ile strata ta przekroczy poziovaR, (X) (wzor
(3)), w przypadku préby o dej licznaci n estymator tejmiary ma posté
(Yamai, Yoshiba 2002b)

Xoy * Xy +-+ X
na +1

Podobnie, jak w przypadku estymatora wsgto zagraonej, gdy
(na +2)0Z, to:

na+1) (6)

estymator ES, (X)=

X ¥ X+ F Xjnaug

[na + 1] )

estymator ES, (X)=

WEASNOSCI ESTYMATOROW MIAR VALUE-AT-RISK ORAZ
EXPECTED SHORTFALL

Najbardziej podstawowe, pgdane wiasngi wszelkich estymatoréw to:
nieobchzonas¢, zgodndé, efektywnd¢é oraz dostateczié (wystarczalnéc)
(J&wiak, Podgorski 1998).

Estymator wartéci zagraonej VaRa(X), okreslony jako odpowiedni

element préby uposgkowanej w sposob rogcy i dany wzorem (5), jest
estymatorem  nieobgionym  wartdci  oczekiwanej straty. Wilasso

nieobchzonasci oznacza, ze przy wielokrotnym losowaniu probyrednia
z wartagci przyjmowanych przez estymator nieafioiny rowna jest wartei

szacowanego parametru. W wyniku jednej proby ocpasametru réni sie

oczywikcie od jego wartei, ale stosowanie estymatora nieakonego
gwarantujeze oceny parametru nig sbcazone bédem systematycznym.
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Estymator miary ryzykaESa(X), okreslony jako srednia arytmetyczna

i dany wzorem (7), jest estymatorem nieabohym oraz najefektywniejszym
wartcéci oczekiwanej straty w rozktadzie logarytmicznonermalnym (czyli
w przypadku logarytmicznych stop zwrotu). Wynika #o faktu, ze s$rednia

arytmetyczna jest lepszym (o mniejszej wariari2fi) estymatorem oczekiwanej
straty, nk dowolna i-ta zmienna z proby:

D2(estymator ES, (X)) = D? X+ X+ Xpaaq | _ D2 (estymator VaR, (X)) ®)
! [na +1] [na +1]

D?(estymator ES, (X)) < D?(estymator VaR, (X))
Estymator miary ryzykeESa(X) jest rownie, jako srednia arytmetyczna,

zgodnymestymatorem wartai oczekiwanej straty. Wiasgo ta oznaczaze dla
dostatecznie diych liczngci préby estymator przyjmuje z #ym
prawdopodobigstwem wartéci bliskie estymowanemu parametrowi (Gajek,
Katuszka 2000).

Ostatni z podstawowych wiasdoi estymatorow jest dostateczto
(wystarczalné¢). Estymator danego parametru jest dostateczriglijeawiera
wszystkie informacje, jakie moa uzyské na temat tego parametru na podstawie
proby statystycznejiaden inny estymator nie umwia otrzymania dodatkowych
informacji 0 szacowanym parametrze. Estymator destay nie zawsze istnieje.
Poréwnujc estymatory dane wzorami (5) oraz (7) zevmy stwierda, ze
estymator ES, (X) jako srednia arytmetycznadostarcza wicej informacji na

temat oczekiwanej straty, mniestymator VaRa(X), bedacy jedynie okrélona

wartascia zmiennej strata/zysk z proby statystycznej.
Podsumowujc, naley podkreéli¢, ze ze wzgidu na wlasnéci estymatora
miary ESa(X), daje on lepsze, bardziej dokladne przidie wartdci

oczekiwanej straty.

PRZYKLADY SZACOWANIA RYZYKA JEDNOSTEK WYBRANYCH
OTWARTYCH FUNDUSZY INWESTYCYJNYCH ZA POMO@
ESTYMATOROW MIAR VALUE-AT-RISK ORAZ EXPECTED
SHORTFALL

We wszystkich prezentowanych przyktadach otrzymeaetcsci miar VaR,
oraz ES, interpretujemy jako poziom straty, ktory peozosta przekroczony
odpowiednio z prawdopodoliistwem a = 001 lub a = 005. Utrzymujac pozycg
diuga (zakup) 1 jednostki danego otwartego funduszu styeyjnego meemy

spodziewa sie, ze strata poniesiona wagju jednego dnia nie przekroczy poziomu
VaR, lub ES, z prawdopodobigstwem odpowiednio 0,99 lub 0,95.
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Przyktad 1

Przyktad ten dotyczy szacowania ryzyka oraz analiggikéw w przypadku
Otwartych Funduszy Inwestycyjnych akcji. Wybranestaty cztery spadd
najlepszych, ze wzgllu na osignieta stog zwrotu, funduszy z okresu
obejmujcego préb statystyczn, czyli od 2 stycznia 2004r. do 30 marca 2006r.

Tabela 1 Wybrane OFI akcji upadkowane malejco wedtug stopy zwrotu

Stopa zwrotu
Nazwa funduszu Stopa zwrotu - -
inwestycyjnego (bez prowizji i podatku) (po uwzgkdnieniu prowizji
ycyjneg p jp i podatku)
éIFéKA BZ WBK  Akci 124,86% 95,67%
BPH FIO Akcji 84,40% 63,88%
SIYJVSS Polska FIO Akcj 80.89% 58.20%
Skarbiec-Akcja FIO Akcji 80,80% 57,39%

Zrodto: www.money.pl

Pomiar jednodniowego ryzyka diugiej pozycji 1 jedithd uczestnictwa
kazdego z funduszy dokonany zostat na podstawie pstdtystycznej o liczrimi
n=570 dziennych obserwacji (dane z okresu: | kwartat4200| kwartat 2006r.,
czyli 02.01.2004 — 30.03.2006). Wasto miar VaR, oraz ES, podane g w

PLN. Obliczenia wykonano dla poziomow istotoba = 001 oraz a = 005.

Tabela 2 Wartei estymatorow miar Value-at-Risk oraz Expectedr8alb w przypadku
wybranych OFI akcji

Wartos¢
fund jednostki Estymator| Estymator | Estymator| Estymator
Nazwa fundusz, uczestnictwa w| VaR,, =S VaRs ESo0s
inwestycyjnego i i : ,
PLN (dn. 30 | wz6r (2.2)| wzor (2.4) | wzor (2.2)| wzér (2.4)
marca 2006)
ARKA BZ
WBK Akcji Flo | 3201 051 0,64 0,32 0,45
BPH FIO Akcji | 297,57 4,81 5,99 2,51 3,79
DWS Polska
FIO Akgji Plus | 19797 321 3,86 1,69 2,52
Skarbiec-Akcja
FIO Akgii 253,90 4,05 4,81 2,17 3,24

Zrodto: opracowanie wiasne

Przyktad 2
Kolejny przyktad dotyczy estymacji ryzyka oraz amal wynikow
w przypadku Otwartych Funduszy Inwestycyjnych peiie diuznych. Wybrane
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zostaly cztery najlepsze, ze wadll na osignigta stog; zwrotu, fundusze z okresu
obejmujcego préb statystyczn, czyli od 2 stycznia 2004r. do 30 marca 2006r.

Tabela 3 Wybrane OFI papieréw dhych uporadkowane malejco wedtug stopy zwrotu
po uwzgédnieniu prowizji i podatku

Stopa zwrotu

Nazwa funduszu Stopa zwrotu T -~
inwestycyjnego (bez prowizji i podatku) (po uwzgkdnieniu prowizj

ycyjneg p jp i podatku)
DWS PoIska__FIO 20.42% 16,05%
Konwergencji
élFé)KA BZ WBK Obligaciji 16,71% 13.54%
PIONEER Obligacji o o
Skarbowych FIO 18,41% 13,23%
KBC Obligacyjny FIO 16,73% 12,61%

Zrodto: www.money.pl

Pomiar jednodniowego ryzyka pozycji diugiej 1 jedthd uczestnictwa
kazdego z funduszy dokonany zostat na podstawie pstdtystycznej o liczrimi
n=570 dziennych obserwacji (dane z okresu: | kwartat4200| kwartat 2006r.,

czyli 02.01.2004 — 30.03.2006). Wawtdo miar VaR, oraz ES, podane s
w PLN. Obliczenia zostaty wykonane dla pozioméwotistsci a = 001 oraz
a = 005.

Tabela 4 Wartéi estymatoréw miar Value-at-Risk oraz Expectedr8alb w przypadku
wybranych OFI papieréw dhmych

Wartas¢
fund jednostki Estymator| Estymator | Estymator| Estymator
Nazwa funduszu) | -0 cinictwa w VaR,, ESoo: VaR, 5 ESoos

inwestycyjnego
yeined PLN (dn. 30 | wzér (2.2)| wzor (2.4) | wzor (2.2)| wzor (2.4)
marca 2006)

DWS Polska FIC

. 128,52 0,64 0,95 0,39 0,56
Konwergencji
ARKA BZ WBK
Obligacji FIO 12,64 0,06 0,09 0,03 0,05
PIONEER
Obligacii 11,90 0,03 0,05 0,02 0,03
Skarbowych FIO
KBC 125,48 0,43 0,51 0,25 0,36

Obligacyjny FIO
Zrodto: opracowanie wiasne

Zaprezentowane wyniki szacowania ryzyka jednodnjosagiej pozycji
jednostki wybranego funduszu inwestycyjnego za pmmestymatoréw miar
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VaR, oraz ES, dostarczaj informaciji, ile kapitatu natey utrzyma& na pokrycie
ewentualnej straty, ktéra m® mie€ miejsce raz na 100 dni (dia=0,01) lub raz

na 20 dni (w przypadkar = 005). Otrzymane oszacowania estymatorow obu miar
dla poszczegodinych funduszyy ardzo zrénicowane, poniewa zaleza od
wartdsci jednostki uczestnictwa danego funduszu. O ilepnayktad wartéci
estymatorakES,,, w grupie funduszy akcyjnych (Tabela 2) wahajg od 0,64

PLN (ARKA Akcji) do 5,99 PLN (BPH Akcji), to ja wartaci procentowe
oczekiwanych strat as bardzo zblione. W przypadku OFI akcji (Tabela 2)
maksymalne wartei estymatora wartei zagraonej, czyli ES,,, stanowa od

ok. 1,8% (ARKA Akcji) do ok. 2,0% (BPH Akcji) warfai jednostki uczestnictwa
danego funduszu (przetnie ok. 1,9% w tej grupie funduszy). Natomiast e
OFI papieréw dhanych (Tabela 4) stosunek maksymalnej waitmaraonej na
ryzyko, mierzonej estymatorenES,,, do wartdci jednostki uczestnictwa

odpowiedniego funduszu jest @u nizszy i wynosi od ok. 0,4% (PIONEER
Obligacji Skarbowych i KBC Obligacyjny) do ok. 0,78 WS Konwergenciji i
ARKA Obligacji). Srednio w grupie funduszy obligacyjnych stosunek jest
réwny ok. 0,55%. Oznacza tee przecitnie wart@dé zagrazona stanowi ok. 1,9%
wartasci jednostki uczestnictwa funduszu akcji oraz, odigonio ok. 0,55%
wartdsci jednostki uczestnictwa funduszu papierowzditch. Jest to interesige
spostrzeenie, ktére mge znacznie ufatwi inwestorowi oce@ ryzyka zagtej
pozycji, o ile dokona estymacji miagS,, dla wszystkich dogpnych na rynku
funduszy wybranego typu i ustali przeglay procentowy udziat warfci
estymatora w wartei jednostki uczestnictwa funduszu. Jak pokazuj
przedstawione przyktady, odchylenia udzialéw prooerych od wartéci sredniej
w przypadku wybranych funduszy sinimalne.

Przyktady potwierdzaj wigksz restrykcyjnd¢ miary ES, w stosunku do

wartasci zagrazonej VaR,, co ujawnia si w wyzszych wartéciach estymatora
ES, przy tym samym poziomie prawdopodaiseva a, dla tego samego
funduszu i préby statystycznej z tego samego okr@zmacza toze stosowanie
miary ES, wymusza utrzymanie wkszego kapitatu na pokrycie ewentualnych

strat, co mee wydawa sig dos¢ duzym ograniczeniem. Naty jednak pamgtac,
ze estymator ES, (X) ma lepsze wiastoi, niz estymator VaR, (X ), zatem daje
lepsze oszacowanie wastd oczekiwanej straty.

Przedstawione obliczenia pozwalajéwniez zaobserwowa wilasna¢
monotonicznéci obu miar ze wzglddu na poziom prawdopodoliigtwa a .
Wartaici estymatoréwVaR,,, oraz ES,, sa wyzsze, ni wartaci VaR,
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I ESyps 0dpowiednio, niezalmie od rodzaju funduszu. Wafto estymatora
ES,0. Zawsze g maksymalne (wartgi wyroznione w tabelach 2 oraz 4).

PODSUMOWANIE

Podsumowujc naley stwierdzé, ze przyklady empiryczne, uzyskane
z wykorzystaniem estymatorow miav¥aR, oraz ES,, potwierdzity znane
Z literatury przedmiotu wtasioi obu miar (Olbry 2005).Wazna wlasngcia miar
VaR, oraz ES, jest ich monotoniczid ze wzgkdu na poziom
prawdopodobigstwa a (Arcebi, Tasche 2002). Im 2sza jest wartg€ a, tym
wigksza jest wart® miary ryzyka danego portfela. Zadzapcy portfelem
decyduje o wyborze waroi wspéiczynnikaa i w zaleznosci od tego szacuje
ryzyko portfela.

Miara ES,, pomimo zalet wynikagcych z wtasnéci spojndgci, posiada te
stabe strony (Yamai, Yoshiba 2002a). Zdefiniowaaljwartd¢ oczekiwana strat
przewyzszapcych poziomVaR,, jest trudna do testowania wstecznego. Testy
wsteczne powinny porownywawvartas¢ sredni faktycznie zrealizowanych strat
przekraczajcych poziomVaR,, z uzyskanym estymatorem miagS,. Wymaga

to duzej liczby danych statystycznych, poniewstraty przekraczage wartdc¢
VaR, wystpuja rzadko.

Btad estymacji wartéci zagraonej VaR,, oszacowanej na podstawie tej
samej proby statystycznej z reguty jest mniejsiy,biad estymacji miaryES,
(Yamai, Yoshiba 2002b). Oznacza tae uzyskanie zhibnej doktadnéci
estymacji wymaga, w przypadku miaBS, , wigkszej liczby danych.

Poza tym, w przeciwiestwie do wartéci zagraonej VaR,, nie jest
mozliwe, poprzez wybor odpowiedniego poziomu prawdagbehstwa a,
,=dopasowanie” miaryES, do indywidualnych potrzeb monitorowania ryzyka
danej instytucji finansowej. Jest to jedna z gtéamprzyczyn nieobecioi miary
ES, wsréd narzdzi pomiaru ryzyka stosowanych powszechnie przaktpkow.
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Properties of estimators of risk measures Expectefihortfall (ES) and Value—
at-Risk (VaR)

Summary: Concept of Value-at-Risk appears in 1994. NowadéR is the most
popular risk measure. Unfortunately, it fails toveed diversification, as it is not
subadditive. In the search for a suitable alteveatd VaR, Expected Shortfall (ES)
has been characterized as the smallest coherkmheiasure to dominate VaR. The
aim of this paper is a presentation of the Expe&hdrtfall and Value-at-Risk
estimators properties and an application of ES\&alR estimators to risk estimate
examples on the Polish Open-end Investment Fundsemd he paper also offers
a comparison of ES and VaR estimators as the redsores.

Key words: Risk Measure Estimator, Value-at-Risk, Expecthdr8all, Open-end
Investment Funds



